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Summary 
A subloading surface constitutive model for clay is developed along a general theory proposed by 
Hashiguchi (10) . Itassumes the outer normal-yield surface， which represents the consolidation history 
of the soil， and the inner yield surface， called the subloading surface. Since the plastic deformation is 
generated inside the outer yield surface， a smooth transition from an elastic to a plastic state is pre. 
scribed by this model 
An important feature of the subloading surface model is the ability to distinguish the initial load. 
ing， unloading， and reloading paths in a way that a closed and controllable hysteresis loop can be 
obtained. This is achieved by permitting a transition of the center of similarity with a plastic deforma. 
tion. 
The center of similarity， which results from a geometrical similarity of the two yield surfaces， is
regarded physically as a reference point of the plastic modulus. During the initial loading， the center of 
similarity moves with a plastic deformation following the current stress. 
In addition the computer programs which are used in the elasto-plastic analysis of 
three-dimensional stress systems have been modified to include a subloading surface model with 
tangential plasticity. The modification involves a new proposal for the translation rule of the normal-
yield surface center. It also provides the programs with isoparametric and associate elements families 
for the finite element analysis. 
These modified computer programs are then used to simulate several strain or stress controlled 
undrained triaxial tests of isotropically consolidated cohesive Gassan clayey soils. Close agreement is 
observed between the simulation and experimental data. The set of material parameters used in numer. 
ical calculations is shown in the program List-1 
Photo. 1 shows in the photo-elastic patterns， and Photo. 2 also demonstrates a specimen of failure. 
Finally， computational results are shown in Photo. 3-7. The model is remarkable for its ability to pre. 
dict for stress distributable pattrens 
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1.はじめに
究はこの接線塑性の概念に沿って，種々検討を加え，そ
れを考慮した 3次元応力の弾塑性解析プログラムの開発
金属を中心とした塑性論の研究が戦後急速に発展し を行なったものである.
1945-1960に一つの時代を画する.そしてこの世界的傾 このプログラムは，次のような特徴を備えている.第
向はいち早くわが国にも紹介され かつての航空関係者 ーに全体問IJ性マトリクスをラムディスク等の外部記憶装
による HiIlの TheMathematical Theory of Plasticityの 置につくる手法を既に確立している ll)ためパソコンで
邦訳J)が出されたり，大陸からの引き上げ学者によって 弾塑性解析が可能であること.第二に弾性解析について
ソ連の最新本の邦訳2)が出版された.この時期の塑性論 は，アイソパラメトリ ック要素を用いることができるよ
は，主に破壊に関する境界値問題の解析に集中し，すべ うにしたこと.第三に構成式は上述の下負荷面一接線塑
り線場の理論によるすべり線解法，上下界変分法すなわ 性モデルを採用していること.これについてのプログラ
ち極限解析などが取り上げられた. ムは文献10に記載されているが，そのパグを修正するた
土木工学の分野ではこれらに関する研究や土への応用 め一部を書き換えて使用している.第四に各部分をモ
が，もっぱら最上，山口によりなされ，特に山口の速度 ジュール化して構成式などは差替え可能になるよう配慮
場の理論に関わる一連の研究3)4)5)は 土質工学への積 し 言語はQuickBasicを使用したこと.などが主な特
極的導入を意図したものであった. しかし当時としては 徴である.
塑性論への関心は，ごく一部の研究者に限られていたと
いえる.
農業土木の分野では，八郎潟の干拓が1957年に着工し，
ヘドロ地盤εいう粘弾性材料に直面して，レオロジーが
土嬢物理学の新しい課題として急速に研究分野を広げつ
つあった.須藤ら6)7)による研究グループが vonMises 
を拡張した Schleicher(現在は拡張 vonMisesと呼ばれ
ている)を高く評価し，初めて塑性論を整理した強度の
考え方を示した.しかし当時としては，塑性論は新しい
分野でありすぎたためか，この論文をめぐって農業土木
学会での公開討議に発展した.その論争は農土論文集
NO.16， NO.17， NO.19と3回にわたって行なわれた.
特に NO.17と NO.19の間， 土質工学第 1回討論会
(1967. 3.3) r土の強度の問題点についてJ (座長星埜
東大教授，討論者.赤井，網干，稲田，中瀬，柴田，東山，
三笠，山口)も聞かれた. しかしこのシュライヘルの理
論は，既に文献1の P.19に紹介されており，その後土
質工学の本に登場する8)のは10年後のことである.土質
工学第9回国際会議(1977)では，初めて土の構成式の研
究に 1セッションが設けられた弾塑性論が土質工学の
分野で重要視され始めたのは，外国では1960以降，わが
国では1970年代の末からである9)
ところで一般に，応力速度の負荷面の接線成分は考慮、
しないが，これが無視できない非比例負荷問題，さらに
は変形の局所化が生じ変形荷重の唯一性が失われる塑性
不安定現象解析には，その考慮が不可欠である.1989年，
負荷面の接線方向の応力速度成分による塑性ひずみ速度
を考慮したモデルが橋口によって提案された10) 本研
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1.アイソパラメトリック要素の導入
1.アイソパラメトリック要素
有限要素解析を行う際に用いる要素タイプには， 三角
⑦ 
⑥ 
⑤ ，'( 0 主節点
L1④ - 中間節点
図- 1 アイソパラメトリック要素
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点番号
ガウス積分
形要素，四角形要素などがあり，アイソパラメトリック
要素は高次要素の一種で，図-1のように lつの要素を
4つの主節点と 4つの中関節点の8節点で表わす.他の
要素に比べて計算式が複雑，プログラムも複雑 1要素
あたりの計算時間は長いなどの欠点はあるが，荒い分割
で済むわりには精度がよく，計算精度，計算時間，入力
の手間の面から総合的に有利であると考えられている.
アイソパラメトリック要素における形状関数Njを求
める際の局所座標 ι ηとガウスの積分点を図-2に示
す.全体座標の x Y座標をカーテシアン座標とする.
x _yは，式 1で表わされる.同じく要素内の水平変位，
垂直変位も各節点変位 Uj，Viを用いて，式2で示される.
カーテシアン座標 x Yと，局所座標c，ηの座標変換
においては，式2に示した関数行列式ヤコビアンマトリ
クス JがOでないという条件をもって，座標変換が可能
となる.
x(c，η) = L:Ni (c，η)・Xi
y(c，η)=L:Ni (ιη)・y，
u(ιη)=去Ni(ιη)・u，
v(c， η)=L:Ni (c，η)・v，
(1) 
(2) 
要素内の任意の点における u v x yをまとめて
fと表わすとのカーテシアン導関数を用いて要素内
のガウス積分点における査マトリクスが作られ，これを
用いて要素剛性マトリクスが表わされる.
2. 2種類の要素タイプの採用
要素タイプを，複雑で詳しく調べたい部分は三角形要
素，そして要素数を少なくしたいところには広い領域を
カバーできるアイソパラメトリ ック要素として，同時に
解析できるようにしたら便利であると考え，解析プログ
ラムには，そのような機能を持たせることにした.
三角形要素と 8節点要素では，要素剛性マトリクスの
作成段階は異なるので，三角形要素の剛性マトリクス作
成ルーチンを別に設けてある.
プログラムは8節点要素を主体とし，三角形要素の場
合， 4番目以降はOを入れて入力，要素タイプの判断は，
各要素の構成節点番号の4番目を読みとり， 0の場合は
三角形要素と判断する.また， 8節点要素の計算後の応
力値は 1要素あたり 9個の値がガウス積分点によって
求められるが， 三角形要素はガウス積分点番号1に格納
することにしている.ここで問題になるのは，異なる要
素間の節点の共有であるが，アイソパラメトリック要素
は幾何形状と変位場を同じ方法を用いていることより，
特に問題もなく共有することが可能で、，重ね合わせの原
理を適用する.これにより本プログラムは，すべてを 8
節点要素，若しくは三角形要素としても使用可能である.
I.下負荷薗ー接線塑性モデル10)
1.塑性構成式
テンソル σ，ε，α，s， nの上部に添付している記号
の意味は，図-3を参照し，以下の通りとする.
0， 
ー:相似中心(s)からのテンソル
^:正規降伏面の中心(α)からのテンソル
ー :下負荷面中心(めからのテンソル
・:速度
下負荷面
正規降伏面
J 
¥¥ 
図-3
S:相似中心
a: iE綬降伏函の中心
居;下負荷面中心
各中心からのテンソル
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橋口の下負荷面一接線塑性モデル10)は，下負荷面モ 仇は軸対称応力状態(8s=:lπ/6)における内部摩擦角で
デルを接線塑性を考慮した形に拡張したもので，以下の ある.VPは塑性体積比で，体積比 V(=l+e.e:間隙
ように整理される.塑性ひずみ速度は，応力速度の下負 比)の初期値をv。として，
荷面に垂直な成分札による tpnと接線成分 a，による
円からなると仮定し，橋口の記号を準用すると，
~P ・ P . ー~PF;"=εn寸声εt
ここに， bnおよび品は次式で与えられる.
bn三 tr(fia) n 
a，=a-an (5) 
さらに， iPnは下負荷面モデルにおける式で与えられ
ると仮安し，
tpn=丸/O
VP=Voexp(εP v) G司
(3) 
Vcは，塑性偏差歪速度により硬化，軟化が生じる境界
の体積比である.μはその度合を表わす材料定数である.
軸対称圧縮，伸張におけるm値をそれぞれ mc及び me
と記すと，
ffic= 2v'l> sinゆ，/(3-sinゆ，)附
ffie= 2-v'l) sinゆ，/(3十sinゆ，)凶
pおよび Tは，体積比 V と圧力 p(三一σfi)の両対数
の等方圧縮図において正規圧密線および除荷曲線が直線
(4) 
(6) 
これにより. 3個の内部状態変数 F.α.sのすべて で表わされるとした場合の勾配である.
次に，正規降伏面の中心 αは次式で与えられたとすが tpnのみに依存することになる.
他方.Eへは次式で与えられると仮定する.
EP，= (Hへ)-la*，+ (Hfi，)一l&m，
a，=&m，+a*， 
a'九三九(I-fi tr白)
a* n=tdfia*)白
b*t三島本-aヘ
4階のテンソン Hへおよび HEntは bへおよび amtに対
する塑性係数である.
amtおよび bへは，それぞれ九(三九I)および告*を
下負荷面に射影したものである.歪速度は，
E=E-1 a+札/0+H * -1 ，a*， + Hfi-I，&m，同
H*，=O*，E. Hfi，=Offi，E (13) 
ここに.Oへ， Omt は
長=0 とき bへ=∞ Ofi，=∞
を満たすRの単調減少関数である.
土の弾塑性構成式の場合，金属と違ってパラメータm
を導入し，正規降伏面は次式で与える.
f(δ)={am2+(1よ1/m)2}山同
2v'l>sinφt =- (15) tw+針)-j(似-Itb4)叫 8s
仇=3+sin仇.~三3-sinlþ， (16) 
8s三一sin{イ王子(Ss/rs)3} 閉
じ三(tra*叩べ Ss三(trσ*3)問 。
F=Fo exp{H(ρ-r)} 同
自=ePnv+μ(VPー Vc) lIeP n *1 側
ePnv=trePn.εPn =ePn-ePnv/3 
る.
(7) a= -FI(Ka=O. Kb=一言/F) 倒
相似中心sの移動則は，
(8) s=品十時/(nF)+CllePII(o/R"-s/X) 帥
(9) C=clexp(c2trn/';す)仰
(10) ここに， C1， C2は材料定数である.また. Rは次式で与
(l) える.
百=UI(1-"Rml)/Rnl
E三 f(a)/F
eP手Oのとき頁=百lIeplI
???
位。
N.下負荷面接線塑性モデルの弾塑性解析プログラム
1.下負荷面一接線塑性モデルの導入
有限要素法プログラムに，橋口の下負荷面一接線塑性
モデルを用いた弾塑性構成式を，組み込むにあたり，い
くつかの変更が必要となる.
第一は，文献10に示されたプログラ公(フローチャー
トー 1)は三次元での応力解析なので，そのまま二次元
の有限要素プログラムに導入することはできない.そこ
で， 三次元空間における降伏空間のX-y軸への正射影
を考え，二次元応力空間のプログラムを導く.第二は，
その要素が弾性状態か，弾塑性状態かの判断に用いる負
荷基準であるが，全体側性マトリクス計算後に，弾性状
態の要素が一つでも含まれていると，再び要素剛性マト
リクスを作り直すので，大まかにいって 2倍の計算を要
する.そこで，さきに述べたように，複数の要素タイプ
の取扱いが可能となったことを受けて，弾塑性構成式は
容易に変更が行える三角形要素のみに適用する.
第三は，次の増分段階での各節点は，変形後の節点座
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スター ト
↓ 
柑料定数の指定
↓ 
叙瑚条件の設定
↓ 
咽東条件の設定
↓ 
応力速度・ひずみ速度(境界条件)の設定
↓ 
応力および下負荷面等に関するパラメータぽ十算
↓ 
弾性情成マトリクス・逆マトリクス鋪十第
↓ 
塑性ひずみ速度に関するパラメータの計算
↓ 
予想劉生構成マトリクス係構
|←一弾性構成マトリクス一一 1ー
↓| 
応力速度・ひずみ速度の計算 | 
除荷・負荷状態のや捷一一一(除荷)ー 」
↓ 
応力値・ひずみ値鋪十算
↓ 
塑性ひずみ速度及びその法線・後線成分等ぽ十算
↓ 
硬化/軟化に関するパラメータの計算
↓ 
計鱗課の出力
↓ 
終了
フローチャートー1
標として組み込まれる.第四は，除荷計算により各要素
の永久歪を見ることが出来る.第五にこれらのことから，
有限要素プログラムによる載荷・除荷，繰り返しなどの
変形解析が可能となる.
2. プログラム構成
プログラム言語は，モジュール化，計算速度などの点
から QuickBASIC (Ver 4.5)を用いている.プログラム
の全リストは膨大になるので，文献12の付録にゆだね，
ここではメインルーチン，弾塑性解析サブルーチン等に
ついて説明する.なお，そのサブルーチンでは文献10の
パグの部分は修正し一部を書き換えてある.
[1]メイ ンルーチン(リス トー 1)
①:作業ファイル及びデータ格納ファイルの指定.
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格納のためのランダムフ ァイルの指定
⑤: RESYは，要素の剛性マトリクスの作成が同じス
テー ジで1度目の時は 0，2度目の時は 1と作成
段階の判断また， JUGEは載荷増分段階と，除
荷増分段階の判断。UGE=1は載荷状態， JUGE 
=一 1は除荷状態)
@:増分段階のループ
⑦ :要素剛性マ トリクスの組み直しで2重 OPENを
防く¥
@:増分段階 1(STAGE= 1)で初期の要素剛性マPト
リクスの作成の時のみ，荷重項を読み込む.
@ :二度目の要素剛性マトリクスの作成にはいる.
⑮:現ステージ段階での節点座標の組み直し.
⑪:除荷増分状態にはいる.各要素の永久査の履歴の
確認で， 必要なければ，リマークを付ける.
[2]三角形要素剛性マトリクス作成ルーチン(リストー
2) 
①: STAGE= 1のみ，すべての要素に初期状態を与
える.
②:初期条件の入力.
③:前ステージまでの条件をファイルから読み込む.
④:三角形要素における要素剛性マトリクスをガウス
積分点番号1の配列に格納し，以下に Oを格納す
る.
[3]弾塑性係数マトリクス作成ルーチン(リスト-3)
弾塑性係数マトリクスMのパラメータの計算段階の
意味はリスト右端の欄外に記しである.
[4]三角形要素応力計算ルーチン(リスト-4)
江沼淘:リストー2の説明と同じ
④:三角形要素の一般的な応力計算.
⑤:負荷基準の規定，要素の弾性，弾塑性状態の判断
を行なう.CLU ( )により， 0の場合は塑性の項
が消え，弾性マトリクスとして計算を行なう.
⑤最終増分段階での各要素の主応力とその方向を，
ファイルに書き込む.
⑦ :計算終了後，各値をディスクに書き込む.
この説明プログラムで用いている各材料定数は， 一つ
の例としての値である.また，データ作成に関しては，
“FIL5.DAT" と“EPMP.DAT" は後にグラ データファイルルーチンの作成方法で行なう.
フイックの対象データとなる.
②:増分段階の回数の指定.
①:弾塑性計算における材料定数及ぴ規定値の決定.
④:ある増分段階までの各要素における，パラメータ
v.解析プログラムによる適用例
1.フィルダムの監査廊
山形県にある生居川ダムのような監査廊を持ったゾー
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ン型フィルダムを想定したが，実際のダムは複雑なので
図-4に示す通り簡略化 し，ゾーシ型フィルダムの中に
設けられたコンクリー ト構造物である監査廊のダム自重
による沈下を解析した13) 表- 1に解析で用いた材料
定数を示す.ダム堤体のものは生居川ダムにおける代表
的な値である.コンクリートは監査廊を，また監査廊の
下に堆積物と岩盤が層をなしていることを考慮してい
る.この解析で用いた要素分割とガウス積分点を図-5
に示す.このように，コンクリート構造物の監査廊は三
角形要素，地盤は 8節点アイソパラメトリック要素と2
種類の要素タイプを混在しての解析が可能となった
2.月山下層土の三軸試験の解析
月山下層土の 2mmふるいを通過した試料を，ラン
マーにより締固めた.圧密非排水三軸圧縮試験をひずみ
制御，応力制御による繰返し載荷の 2種類の試験から，
各材料定数の決定を行なった. 2試験の結果の応力一査
曲線を図-6に示す.また，図一 7には，解析プログラ
ムによる計算後，シ ミュレートプログラムによりグラ
フイ ック を行なった応力一歪幽線を示す.
3.光弾性実験による応力分布
直径 52.0mm.厚さ 6.3mm. 円態型にカ ットしたエ
ポキシ樹脂による載荷実験を行なった 17.5kg載荷時
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'Vl.おわりに
本研究はパソコンではあるが有限要素法を用いた弾塑
性解析として，繰り返し載荷及び載荷除荷に伴う塑性査
の履歴に至るまで，すべての計算が可能になった.
なお問題点として，正規降伏面の大きさに対する下負
荷面の、大きさの比. NSRの決定が極度の引張りに対し
て1を越えてしまうことである.下負荷面一接線塑性モ
3 
軸ひずみは〉
図-7 応力一ひずみ曲線(理論)
の応力分布を写真一1に示す.載荷点直下から，拘束点
に向かつて応力の集中がみられる. デルは等方性圧縮を基準にしているが，土では除荷に伴
比較のために，実際に行なった一軸圧縮試験による試 う過圧密状態を考え，引張りに対する弾性係数，降伏面
験条件と破壊状況を図-8と写真一2に示す.供試体中 の規定を行なわなければならない等，モデルの組み替え
央に縦にクラックが入っているが，これは中央部に引張 が必要であろう.しかし，圧縮性を問題とする限り，こ
り応力が働いているためである. のままでも実用には耐えると考えられる.本研究では，
さらに開発プログラムによる解析を行なった.図-9 有限要素法による三次元解析などにまだいくつかの間題
にその形状と要素分割を示す.ここではすべてを三角形 はあるが，今後，プログラムの改良に努力したい.
要素として計算し，計算後のグラフイックを写真3-7 なお本研究の一部は著者の一人大内の山形大学大学院
に示した.写真一3はσx. 写真一4はσY' 写真 5ー は 修士論文12)であることを付記し，適切な助言を頂いた
らyの分布を示す.写真一6は主応力的を写真一7は吉田 力助教授，石田朋靖助教授，また，ご協力を得た
主応力 σzのそれぞれの分布を示している.これらの写 山崎加津子技官に謝意を表したい.
真から，中央部に引張り応力が働いて破援に影響してい さらにまたダム解析には山形県生居川ダム建設事務所
ることが分かる.また，グラフイ ックプログラムの一部石川幸生所長はじめ，関係各位から貴重な資料の提供を
変更により，ここには示していないが永久ひずみ分布も 受けたことを付記し，心から御礼申し上げたい.
中央部に位置していることが分かった.
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記号(主なもの}
G剛[y1， RI仰[ρ):土の等方圧縮特性による2つの傾き 式(19)
G[G[ 陣l性率
PHJ[ o )内甑..煉角式(16)
ro 降伏関敏式(19)
HU[ μ 軟化硬化の度合を表わす式(20)
VO 体積比の初期値(=1句}式(22)
VC 塑性燭差歪速度により硬化・軟化が生じる境界の体積比式(20)
C1， C2 相似中心の移動速度に関する値式(27)
CHI[ x )相似中心の突風式上で降伏開放との比の限界(0孟X孟1)
U1， HI. N1 型住歪量に対するRの速度の変化の11合
OTO ，ATO ，OTH，ATH 塑性歪の後線成分に対する変化の11合を規定する
aJORD(I，2) 節点の座標(1:節点総紘2:自由度)
P悶PS(I.J) 各付制に対する付制特性(1:材特番号，5:1'り-t数)
PRESC(l， 2) 境界条件(1:拘束節点数，2:自由度〉
A回IS(I)全節点変位ベクトル(1:節点&tB:*自由度)
E凶AD(1，16) 各要無に対する節点力(1:要素番号)
STRIN(J ，J) 初期応力
NOFIX(I)拘束節点の配列(1:拘束節点敵〉
lFP舵(I，2) 節点自由度の絢東コードの配列
HAT悶(1)各要察に対する材科セット番号
ELaO(2，8) 考慮中の要察の節点のカーテシアン鹿穣の局所度額
SIIAPE(8) 要素の任.点におけるその要素の各節点に関した形状関数
DERIV(2，8) 要素の佳恵点におげるその要素の節点に関係した耳刈長関敏の導関数
DHATX(J，J) 調性剛性マトリクス
CAATD(2，8) ・要素内の1壬恵点におけるその要素の節点に関係した形状閑散のカーテシアン導関数
DBMAT(J ，16) マトリクス乗虜DBの結果
BHATX(J ，16) 要素内の任恵の点における要素ひずみマトリクス
SHATX(J，16，9) 各ガウス積分点に対する要素応力マ卜リヲス
POSGP(J) ・ガウス積分点の座傾
回(6) 考慮中の三角形要素の節点変位
WEIGP(J) ガウス積分点に対する重み係数
GPCOO(2，9) ・考慮中の要素のガウ式積分点のカーテシアン座根の局所配列
XJACH(2，2) ・指定された点におけるヤコビアンマトリクス
XJACI(2，2) 指定された点におげるヤコビアンマトリクスの逆マトリヲス
BU(J) 考慮中の三角形要素のひずみ
OBU(J) 考慮中の三角形要素の応力
NPOIN 節点の総敏
NElFJt要素の総散
NVflX 絢東境界節点の総抜
NTYPE 問題パラメータ(1:平面応力，2:平面歪)
Nt{)OE : 1要素に対する節点数(=8)
N閃刊 : 1節点に対する自由度叡(=2)
NHATS 異種材科の総数
NPROP : 1 U科に対する特性パラメ一世(=3)
NGAUS 舷I1積分公式の次数(=3)
NDl眠 :度自U':の次元数(=2)
NSTRE 一般化応力成分の数(=3)
S(I)， DS(I)応力及ひ.その速度地分
A(I)正規降伏面の中心
CS(l) ・正規降伏面と下負荷面の相似中心
E(I)，OE(I) : ~及びその速度増分
PE(I)，OPE(I)塑性歪及ひ.その速度滑分
F悶([)，DPEN(I)型住歪のi線成分及ひ.その逮Jtl分
P訂(I)，OP町(1)塑性愛の緩鯨成分及びその速度成分
EH(I，J)，IFJt(I，J) :殉性情成マトリヲスとその逆マトリクス
EPM(I，J) 濁塑性綱成マトリクス
C(I)拘束条件織別指標
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